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Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ó÷èòûâàÿ øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå ïîðèñòûõ ñðåä

â ïðèëîæåíèÿõ, òàêèõ êàê ôèëüòðàöèÿ, àáñîðáöèÿ, òðàíñïèðàöèîííîå îõëà-

æäåíèå è ò.ä. è ôàêòè÷åñêè íåïðåîäîëèìûå ïðîáëåìû ïðè èäåíòèôèêàöèè èõ

ëîêàëüíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íà îñíîâå êëàññè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé Íîâüå-Ñòîêñà, íåîáõîäèìà ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ àíàëèçà òàê íà-

çûâàåìûõ ïðèáëèæåííûõ ìîäåëåé ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè òèïà ìî-

äåëè Â.Ñ. Ãîëóáåâà, ó÷èòûâàþùèå ñòðóêòóðû ïîðèñòûõ ñðåä. Â ÷àñòíîñòè,

ñþäà îòíîñÿòñÿ íåêîòîðûå òåîðèè, îïèñûâàþùèå äâèæåíèÿ æèäêîñòè â ïî-

ðèñòîé ñðåäå. Â.Ñ.Ãîëóáåâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñòðóêòóðà ïîòîêà, çà-

âèñÿùàÿ îò ðàñõîäà æèäêîñòåé, êîòîðàÿ ïðè ìàëîì ðàñõîäå èìåÿ ëàìèíàðíûé

ïîòîê îõâàòûâàåò âñþ ýëåìåíòàðíóþ êàìåðó (ñì. ðèñ. 1à), à ñ óâåëè÷åíèåì

ðàñõîäà ñòðóêòóðà ïîòîêà ïðèîáðåòàåò äâîéñòâåííûé õàðàêòåð. Â òî âðåìÿ

êàê â ÿäðå ïîòîêà (ïðîòî÷íîé çîíå) æèäêîñòü äâèæåòñÿ îò âõîäà ê âûõîäó ïî

ïðÿìîëèíåéíûì òðàåêòîðèÿì, íà ïåðèôåðèè ïîòîêà ( â çàñòîéíîé çîíå) îíà

âîâëåêàåòñÿ â âèõðåâîå äâèæåíèå (ðèñ. 1á). Òàêîé íå ëàìèíàðíûé (íî è íå

òóðáóëåíòíûé) ðåæèì õàðàêòåðåí äëÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè â ïîðèñòîé ñðåäå.

Ðèñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå òðàåêòîðèé ÷àñòèö æèäêîñòè â îáëàñòÿõ

ëàìèíàðíîãî (à) è âèõðåâîãî (á) ìàññîîáìåíà ìåæäó ïðîòî÷íûìè è

çàñòîéíûìè çîíàìè êàìåðû.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ æèäêîñòè â òàêîì ñëó÷àå èìååò âèä

a
∂2p(t, x)

∂x2
= ν

∂p(t, x)

∂t
+ (1− ν)p(t, x)−

−(1− ν)γ2
∫ t

0
eγ(s−t)p(s, x)ds = Ltp(t, x), (1)

ãäå x ≥ 0, t ≥ 0, ν-äîëÿ îáúåìà ïðîòî÷íûõ çîí, γ-êîíñòàíòà ìàññîîáìåíà

ìåæäó ïðîòî÷íûìè è çàñòîéíûìè çîíàìè, a- êîýôôèöèåíò ïüåçîïðîâîäèìî-
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ñòè. Ðàçëè÷íûå çàäà÷è äëÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè,

â ÷àñòíîñòè Þ.È.Áàáåíêî.

Îäíàêî ïðîáëåìû êîððåêòíîñòè è àäåêâàòíîñòè òàêèõ ìîäåëåé ïðîðàáî-

òàíû íåäîñòàòî÷íî, ÷òî ñäåðæèâàåò ôàêòè÷åñêè îáîñíîâàííîñòü ïðèìåíåíèÿ

ðàçëè÷íûõ ïðîöåäóð ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàêèå èññëåäîâàíèÿ òåì

áîëåå âàæíû ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè çàäà÷ ñ ïðèìåíåíèåì âûñîêîñêîðîñò-

íûõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé. Êàê ïðàâèëî, ïðîâîäèìûå ïðè ýòîì èññëåäî-

âàíèÿ êàñàþòñÿ òîëüêî âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ

çàäà÷ è èõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Âîïðîñû æå êîððåêò-

íîé ðàçðåøèìîñòè è ñëåäóþùåé èç ýòîãî óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ïî èñõîäíûì

äàííûì, â ýòèõ ðàáîòàõ íå îáñóæäàþòñÿ.

Íàïðèìåð, ó Þ.È. Áàáåíêî, äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

p(0, x) = 0, (2)

p(t, 0) = φ(t), lim
x→0

(t, x) = 0. (3)

Òðåáóåòñÿ íàéòè ãðàäèåíò äàâëåíèÿ ó ãðàíèöû îáëàñòè.

∂p(t, x)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= q(t). (4)

Îòâåò äàåòñÿ â âèäå

q(t) = L
1
2
t q(t) =

√
a

ν
e−γtMeγt, (5)

ãäå íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð M ôîðìàëüíî âûïèñûâàåòñÿ â âèäå ðÿäà ñõî-

äèìîñòü êîòîðîãî íå îáñóæäàåòñÿ.

Ïðåäëàãàåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîä è àëãîðèòì ÷èñëåííîé ðåàëèçà-

öèè ðåøåíèÿ êàê çàäà÷è (1)�(3), òàê è âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè q(t) â (4) ïîçâî-

ëÿåò óñòðàíèòü óêàçàííûå íåäîñòàòêè. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì äîâîëüíî îáùèé

ìåòîä Ñ.Ã. Êðåéíà ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïðîâåäåí àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (1) äëÿ

çàäà÷è Þ.È. Áàáåíêî (1)�(3), à òàêæå äëÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ íà êîíå÷íîì

èíòåðâàëå [0, l], ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2) è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

p(t, 0) = φ(t), (t, l) = ψ(t), (7)

∂p(t, 0)

∂x
= φ1(t),

∂p

∂x
=
∂ψ1(t)

∂x
. (8)
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Ýòè èññëåäîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ââåäåíèÿ äðîáíûõ ñòåïåíåé

îïåðàòîðà (â ÷àñòíîñòè A
1
2 ), â òåðìèíàõ êîòîðîãî ôîðìóëèðóþòñÿ îïðåäåëå-

íèÿ ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷.

Ýòèì è îáóñëîâëèâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèîííîå èññëåäîâà-

íèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ ã/á ÍÈÐ ÂÃÓ (� ÃÐ 01201266154) "Êà÷åñòâåííàÿ

òåîðèÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è îïåðàòîðîâ â ñïå-

öèàëüíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ". ÍÈÐ â ðàìêàõ ãîñçàäàíèÿ Ìè-

íîáðíàóêè ÐÔ 2012-2013ãã.

Öåëè è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ àíàëèçà ìàòåìàòè-

÷åñêèõ ìîäåëåé äâèæåíèÿ ñæèìàåìûõ ñðåä â ïîðèñòûõ ñèñòåìàõ íà îñíîâå

óñòàíîâëåíèÿ êîððåêòíîñòè ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâîê íåñòàöèîíàðíûõ êðàåâûõ

çàäà÷. Ðàçâèòèå êà÷åñòâåííûõ è ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èñ-

ñëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ðàçðàáîòêà íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìå-

òîäîâ è àëãîðèòìîâ, èíòåðïðåòàöèè íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà íà îñíîâå ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

Ñ ýòîé öåëüþ íåîáõîäèìî èçó÷èòü ôåíîìåíîëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå äâèæå-

íèÿ æèäêîñòè íà îñíîâå ìîäåëåé ïîðèñòîé ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç ïðîòî÷íûõ è

çàñòîéíûõ çîí, ïðåäëîæåííîå Â.Ñ. Ãîëóáåâûì; óñòàíîâèòü êîððåêòíóþ ðàçðå-

øèìîñòü ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ

ýòó ìîäåëü, ñ öåëüþ îáîñíîâàíèÿ íîâîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåàëèçàöèè ýòèõ

çàäà÷; ïðèìåíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê ïîñòðîåíèþ àâòîìàòè÷åñêîãî ðå-

ãóëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïîðèñòîé ñðåäå, ñ öåëüþ

èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé äëÿ ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ

àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ.

Ðåàëèçàöèÿ öåëè èññëåäîâàíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùèõ çà-

äà÷, êàê òåîðåòè÷åñêîãî, òàê è ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà:

1. Ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëè Â.Ñ. Ãîëóáåâà äâèæåíèÿ æèäêîñòè â ïîðèñòîé

ñðåäå ñ çàñòîéíûìè çîíàìè.

2. Ðàçðàáîòêà èíñòðóìåíòàðèÿ äëÿ àíàëèçà ñôîðìóëèðîâàííûõ êðàåâûõ

çàäà÷ íà îñíîâå óñòàíîâëåíèÿ êîððåêòíîñòè.

3. Ðàçðàáîòêà ïðåäìåòíî-îðèåíòèðîâàííîé ïðîãðàììû äëÿ ðåàëèçàöèè

ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà.

4. Ïðîâåäåíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà è àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ñ ïðàê-

òè÷åñêèìè ðåêîìåíäàöèÿìè î ïðîäîëæèòåëüíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïðåä-

ëàãàåìîé ñèñòåìû.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ. Èññëåäóåòñÿ îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè òåï-

ëîìàññîïåðåíîñà - îïðåäåëåíèå ìàòåðèàëüíûõ è ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà
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ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä. Î âàæíîñòè ýòîãî ïîíÿòèÿ ãîâîðèò òî, ÷òî äëÿ ãåòåðî-

ãåííûõ ïðîöåññîâ (ìåæôàçîâûå õèìè÷åñêèå ðåàêöèè, ðàñòâîðåíèå, êðèñòàë-

ëèçàöèÿ, èñïàðåíèå, êîíäåíñàöèÿ è ò.ä.) ïðîèçâîäèòåëüíîñòü àïïàðàòîâ â ðÿäå

ñëó÷àåâ ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü, çíàÿ èíòåíñèâíîñòü ìàññîîáìåíà íà ìåæôàç-

íîé ãðàíèöå. Ýôôåêòèâíîñòü òåïëîîáìåííûõ óñòðîéñòâ òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ

òåïëîâûìè ïîòîêàìè íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ðàçðàáîòàííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ìå-

òîäû èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé çàäà÷ ôèëüòðàöèè â ïîðèñòîé

ñðåäå îñíîâàíû íà ôóíäàìåíòàëüíûõ ìåòîäàõ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà,

òåîðèè êîððåêòíûõ è íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ñ ïðèëîæåíèåì ê êîððåêòíîé

ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàåìûõ èíòåãðî-

äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè äðîáíîãî ïîðÿäêà.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Íà çàùèòó âûíîñèò-

ñÿ àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Â.Ñ. Ãîëóáåâà, îïèñûâàþùåãî ïðî-

öåññ ôèëüòðàöèè â ïîðèñòîé ñðåäå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. 1. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ íîâûå ïîä-

õîäû àíàëèçà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îñíîâîïîëàãàþùèì ìàòåìàòè÷åñêèì

îáúåêòîì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâ-

íåíèé, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå æèäêîñòè â ïîðèñòîé ñðåäå.

2. Äîêàçàíà êîððåêòíàÿ ðàçðåøèìîñòü ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ ãðàíè÷-

íûõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé.

3. Óêàçàí ðåãóëÿðèçèðóþùèé àëãîðèòì ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ãðàäèåíòà

äàâëåíèÿ, â ïðîòî÷íîé çîíå, íà ãðàíèöå îáëàñòè.

4. Ïîñòðîåíà ìîäåëü àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ âÿçêîé ñæè-

ìàåìîé æèäêîñòè â ïîðèñòîé ñðåäå.

5. Ïîñòðîåí àëãîðèòì, êîòîðûé ðåàëèçîâàí â ñðåäå ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Delphi è äàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ðåêîìåíäàöèè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Òåîðåòè÷åñêîå çíà÷å-

íèå ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà,

â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè ëèíåéíûõ ïîëóãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé ê èññëåäîâàíèþ

êîíêðåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé íåñòàöèîíàð-

íûå çàäà÷è, îïèñûâàþùèå ÿâëåíèå òåïëîìàññîïåðåíîñà. Ïîëó÷àòü èõ òî÷íîå

ðåøåíèå è óñòàíàâëèâàòü êîððåêòíóþ ðàçðåøèìîñòü, ÷òî îáåñïå÷èâàåò óñòîé-

÷èâóþ ñòàáèëèçàöèþ, ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ê òî÷íîìó. Ïðàê-

òè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ è ìåòîäîâ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû çàêëþ-

÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè èõ èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòîâ äëÿ èñ-
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ñëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññû ôèëüòðàöèè â

ïîðèñòûõ ñðåäàõ, íàïðèìåð, â òðóáîïðîâîäàõ ñ øåðîõîâàòûìè (ôðàêòàëüíû-

ìè) ñòåíêàìè è ïðîâîäèòü àíàëèç èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòè

ñ ïîìîùüþ ðàçìåùåíèÿ äàò÷èêîâ äàâëåíèÿ æèäêîñòè âäîëü ìàãèñòðàëåé è

ñóäèòü î ñòðóêòóðå èçìåðÿåìûõ äàííûõ.

Îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ.Îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ è ñîäåðæàíèå äèññåð-

òàöèè íàõîäÿòñÿ íà ñòûêå ñïåöèàëüíîñòåé 01.01.02 � Äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ, äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è 05.13.18 �

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì

(ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè). Ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.02 îáëàñòü èññëåäî-

âàíèé âêëþ÷àåò ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî

èñ÷èñëåíèÿ ê èññëåäîâàíèþ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè íåñòàöèîíàðíûõ çà-

äà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïàðàáîëè-

÷åñêîãî òèïà. Ïî ñïåöèàëüíîñòè 05.13.18 îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò

ï. 2 "Ðàçâèòèå êà÷åñòâåííûõ è ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èñ-

ñëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ï. 4 "Ðåàëèçàöèÿ ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåí-

íûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ â âèäå êîìïëåêñîâ ïðîáëåìíî�îðèåíòèðîâàííûõ

ïðîãðàìì äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ï. 6. "Ðàçðàáîòêà

íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îáúåêòîâ íà îñíîâå äàííûõ íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà".

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà Âîðî-

íåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå â 2014 ã., íà Âîðîíåæñêîé ìàòåìà-

òè÷åñêîé øêîëå "Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ"â 2013, 2014 ãã., íà Ìåæäóíàðîäíîé

ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëå "Òåîðèÿ è ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ

è íåêîððåêòíûõ çàäà÷"â 2012 ã., à òàêæå íà ñåìèíàðàõ ÂÃÓ ïî ìàòåìàòè-

÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ (ðóê.� ïðîô. Â.À. Êîñòèí) è íåëèíåéíîìó àíàëèçó

(ðóê.� ïðîô. Þ.È. Ñàïðîíîâ, ïðîô. Á.Ì. Äàðèíñêèé).

Ïóáëèêàöèè.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ

[1]�[6]. Â ñîâìåñòíûõ ïóáëèêàöèÿõ [1],[3],[4],[6] â äèññåðòàöèþ âîøëè ðåçóëü-

òàòû, ïðèíàäëåæàùèå ëè÷íî àâòîðó. Ðàáîòû [3] è [4] îïóáëèêîâàíû â æóðíà-

ëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ

ÐÔ.

Îáúåì è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 15 ïàðàãðàôîâ, 1 ïðèëîæåíèÿ â êîòîðîì îïèñûâàþòñÿ

àëãîðèòìû è ïðîãðàììíûé êîä íàïèñàííûé äëÿ ñðåäû ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Delphi, ëèòåðàòóðû èç 58 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè�95 ñòð.

Ðàáîòà ñîäåðæèò 8 ðèñóíêîâ.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëü-

íîñòü òåìû, íàó÷íàÿ íîâèçíà, ôîðìóëèðóþòñÿ öåëè è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ.

Óêàçûâàþòñÿ ìåòîäû îáùåé òåîðèè ïîëóãðóïï, ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,

ïðèìåíÿåìûõ ê èññëåäîâàíèþ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè ãðàíè÷íûõ çàäà÷,

îïèñûâàþùèõ ïðîöåññû ôèëüòðàöèè â ïîðèñòîé ñðåäå. Ïðè èññëåäîâàíèè

ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèè â ïîðèñòîé ñðåäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ

äàâëåíèÿ p(t, x), óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ (1) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

I. Äëÿ x ∈ [0,∞) è t ∈ [0,∞)

p(0, x) = 0, (9)

p(t, 0) = q(t), lim
x→∞

p(t, x) = 0. (10)

II. Äëÿ x ∈ [0, l] è t ∈ [0,∞) çàäà÷à Äèðèõëå

p(0, x) = 0, (11)

p(t, 0) = φ1(t), p(t, l) = ψ1(t), (12)

III. Çàäà÷à Íåéìàíà. x ∈ [0, l] è t ∈ [0,∞)

p′x(t, 0) = φ2(t), p′x(t, l) = ψ2(t). (13)

Çäåñü ν-äîëÿ îáúåìà ïðîòî÷íûõ çîí, γ-êîíñòàíòà ìàññîîáìåíà ìåæäó ïðî-

òî÷íûìè è çàñòîéíûìè çîíàìè, a- êîýôôèöèåíò ïüåçîïðîâîäèìîñòè.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ãðàäèåíò äàâëåíèÿ ó ãðàíèöû îáëàñòè.

∂p(t, x)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= φ(t). (14)

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ñîäåðæèò íåîáõîäèìóþ òåðìèíîëîãèþ, ïîíÿòèÿ

è îáùèå ôóíäàìåíòàëüíûå ôàêòû, ñâÿçàííûå ñ òåîðèåé êîððåêòíî ðàçðåøè-

ìûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ñèëüíî íåïðåðûâíûõ ïîëóãðóïï, èõ ãåíåðàòîðîâ è èõ

ñâÿçè ñ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòüþ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé

(1).

Ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé è ðàâíîìåðíî êîððåêòíîé ðàç-

ðåøèìîñòè, çàäà÷ (1),(9)�(10) è ãðàíè÷íûõ çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà.

Äàëåå, â äèññåðòàöèè ââîäÿòñÿ äðîáíûå ñòåïåíè äëÿ îïåðàòîðîâ A� òàêèõ,

÷òî −A ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ñèëüíî íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïû êëàññà C0,

÷òî ãàðàíòèðóåò êîððåêòíóþ ðàçðåøèìîñòü, ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.
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Òàêæå, â òåðìèíàõ äðîáíûõ ñòåïåíåé îïåðàòîðîâ, ôîðìóëèðóþòñÿ êðèòå-

ðèè êîððåêòíîé êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è (1), (9)�(10), êîòî-

ðûå ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ êâàäðàòíîãî êîðíÿ (−A) 1
2 . Â �1.6 ïðèâîäèòñÿ

íîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è äëÿ îäíîìåðíîãî ïàðàáîëè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ, îñîáåííîñòü êîòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâåí-

íàÿ ïåðåìåííàÿ èçìåíÿåòñÿ íà âñåé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè.

Âî âòîðîé ãëàâå ïîñòàâëåííûå çàäà÷è ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ îáùåé

òåîðèè ñèëüíî íåïðåðûâíûõ ïîëóãðóïï.

Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

d2u

dx2
= Au(x), x ∈ [0, π], (2.1.1)

ãäå A- âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åííûé â E îïåðàòîð ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(A) òàêîé, ÷òî îïåðàòîð −A ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ñèëüíî íåïðåðûâíîé

ïîëóãðóïïû U(t,−A),óäîâëåòâîðÿþùåé îöåíêå

∥U(t,−A)∥ ≤Me−ωt, ω ≥ 0 (2.1.2)

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.1.1) áóäåì íàçûâàòü ôóíê-

öèþ u(x) ñî çíà÷åíèÿìè â D(A), äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ è

óäîâëåòâîðÿþùóþ (2.1.1) íà îòðåçêå [0, l].

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1.1)

u(0) = φ1, u(l) = ψ1, (2.1.3)

íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè îíà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà äëÿ ëþáûõ φ1, ψ1 ∈
D(A) è ñóùåñòâóåò c1 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ðåøåíèé (2.1.1) ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

sup
x∈[0,l]

∥u(x)∥E ≤ c1(∥φ1∥E + ∥ψ1∥E). (2.1.4)

Îïðåäåëåíèå 2.1.3. Çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1.1)

u′(0) = φ2, u
′(l) = ψ2, (2.1.5)

íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè îíà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà äëÿ âñåõ φ2, ψ2 ∈
D(A) è ñóùåñòâóåò c2 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ðåøåíèé (2.1.1) ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî ñëó÷àå

sup
x∈[0,l]

∥u(x)∥E ≤ c2(∥φ2∥E + ∥ψ2∥E). (2.1.6)
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Â ñëó÷àå l = ∞ îòûñêèâàþòñÿ ðåøåíèÿ u(x) â ïðåäïîëîæåíèè îãðàíè÷åííî-

ñòè

sup
x∈[0,∞)

∥u(x)∥ <∞ (2.1.7)

è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

u(0) = φ3 (2.1.8)

çàäà÷à Äèðèõëå;

u′(0) = φ4 (2.1.9)

çàäà÷à Íåéìàíà.

È îöåíêàì (2.1.4) è (2.1.6) ñîîòâåòñòâóþò îöåíêè

sup
x∈[0,l]

∥u(x)∥E ≤ c1∥φ3∥, (2.1.10)

sup
x∈[0,l]

∥u(x)∥E ≤ c2∥φ4∥. (2.1.11)

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (2.1.2) îáåñïå÷èâàåò êîððåêòíóþ ðàçðåøèìîñòü ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ çàäà÷ è ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ. Äëÿ ïðîñòî-

òû èçëîæåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü l = π. Èç ðåçóëüòàòîâ À.Â.Êíÿçþêà [20] ñëåäóåò

êîððåêòíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Äèðèõëå (2.1.1)-(2.1.3) è äëÿ åå ðåøåíèÿ

ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå

u(x) = F (x)φ1 + F (π − x)ψ1, (2.1.12)

ãäå

F (x)φ =
2

π

∞∑
n=1

sinnx · n(n2 + A)−1φ. (2.1.13)

Åñëè φ1 ∈ D(A), òî

F (x)φ = (1− x

π
)φ+

∞∑
n=1

sinnx

n
(n2 + A)−1Aφ. (2.1.14)

Çàäà÷à Íåéìàíà êîððåêòíà, ïðè ýòîì ðåøåíèå èìååò âèä

u(x) = S(x)φ2 + S(π − x)ψ2, (2.1.15)

ãäå

S(x)φ =
1

π
[A−1φ+ 2

∞∑
n=1

cosnx(n2 + A)−1φ]. (2.1.16)
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Çàìåòèì, ÷òî èç (2.1.13) è (2.1.16) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

S ′(x)φ = F (x)φ, (2.1.17)

Åñëè φ ∈ D(A), òî

F ′(x)φ = −S(x)Aφ. (2.1.18)

Çàäà÷è (2.1.1)-(2.1.8) êîððåêòíî ðàçðåøèìà, ïðè ýòîì åå ðåøåíèå èìååò

âèä

u(x)φ3 = U(x,−(−A)
1
2 )φ3. (2.1.22)

Íàêîíåö, çàäà÷à Íåéìàíà â ñëó÷àå ïîëóîñè (2.1.9) òàêæå êîððåêòíî ðàçðåøè-

ìà, è ðåøåíèå èìååò âèä

u(x)φ4 = −
∫ ∞

x
U(τ,−(−A)

1
2 )φ4dτ. (2.1.23)

Åñëè l = ∞, òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèíèìàþò âèä

p(0) = φ3, lim
x→∞

∥p(x)∥ = 0, (2.2.5)

è

p′(0) = φ4, lim
x→∞

∥p(x)∥ = 0. (2.2.6)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óñòàíîâëåíèÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè èññëåäóåìûõ

çàäà÷ íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïîëóãðóïïó U(x,−A) è ïîëó÷èòü äëÿ íåå îöåíêó
(2.1.2).

Ñ ýòîé öåëüþ îïåðàòîð A â (2.1.1) ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû A = A1 +A2,

ãäå îïåðàòîð A1 çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

l1u(t) =
ν

a

du(t)

dt
+

1− ν

a
u(t) (2.3.1)

è îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A1) = {u ∈ C[0,∞), l1u ∈ C[0,∞), u(0) = 0}. Îïåðà-
òîð A2 çàäàäèì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì

A2u(t) = −1− ν

a
γ2

∫ t

0
eγ(s−t)u(s)ds. (2.3.2)

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) îïåðàòîð A2 îãðàíè÷åí â C[0,∞) è èìååò ìåñòî îöåíêà

∥A2u∥ ≤ 1− ν

a
γ∥u∥; (2.3.3)
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á) îïåðàòîðû A1 è A2 êîììóòèðóþò íà D(A1). Ïîëóãðóïïà U(x,−A1) ñ

ãåíåðàòîðîì A1 èìååò âèä

U(x,−A1)u(t) = e−
1−ν
a x

{
u(t− ν

ax),
ν
ax ≤ t;

0, ν
ax > t

(2.3.5)

Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà

∥U(x,−A1)∥ ≤ e−
1−ν
a x; (2.3.6)

â) ïîëóãðóïïà U(x,−A2) èìååò âèä

U(x,−A2)u(t) =
∞∑
n=0

xn

n!
(−A2)

nu(t), (2.3.7)

ãäå

(−A2)
nu(t) =

{
(1−ν)nγ2n

an(n−1)!

∫ t
0 e

−γssn−1u(t− s)ds, n = 1, 2, ...;

I, n = 0.
(2.3.8)

I-òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Ýòî äàåò îöåíêó

∥An
2u∥ ≤ (1− ν)nγ2n

an(n− 1)!

∫ ∞

0
e−γssn−1ds∥u∥ = (

1− ν

a
)nγn∥u∥. (2.3.9)

èç êîòîðîé ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

∥U(x,−A2)u∥ ≤ ∥u∥
∞∑
n=0

(
1− ν

a
)n
γnxn

n!
= e

(1−ν)γ

a x∥u∥. (2.3.10)

Òåïåðü íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èç (2.3.6) è (2.3.10) ñëåäóåò îöåíêà

∥U(x,−A)∥ ≤ ∥U(x,−A1)∥∥U(x,−A2)∥ ≤ exp[−(1− ν)(1− γ)

a
]. (2.3.11)

Äàëåå, ïîëüçóÿñü (2.3.8) â (2.3.7), ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

U(x,−A2)u(t) = u(t) +
∞∑
n=1

(1− ν)nγ2nxn

an(n− 1)!n!

∫ t

0
e−γssn−1u(t− s)ds =

= u(t) + x
1− ν

a
γ2

∫ t

0
e−γsI1(2γ

√
1− ν

a
xs)u(t− s)ds. (2.3.12)

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèè Áåñ-

ñåëÿ I1(z) ïåðâîãî ðîäà.
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Òåïåðü, ïîëüçóÿñü (2.3.5) è (2.3.12), ïîëó÷àåì âèä ïîëóãðóïïû U(t,−A)

U(x,−A)u(t) = U(x,−A1)U(x,−A2)u(t) =

= e−
1−ν
a x


u(t− ν

ax) + (1− ν
a)γ

2x+ s ≤ t− ν
ax;

+
∫ t−ν

ax
0 I1(2γ

√
1−ν
a xs)e−γsu(t− ν

ax− s)ds,

0, t− ν
ax < s.

(2.3.13)

Â �2.4 ïðîèçâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà
√
A, è äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå:

äëÿ îïåðàòîðà
√
A ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

A
1
2q(t) =

1

π
A

∫ ∞

0
s−

1
2U(s,−A)q(t)ds =

=
1

π

∫ ∞

0
s−

1
2U(s,−A)Aq(t)ds, (2.4.14)

ãäå U(s,−A) èìååò âèä (2.3.13.)

÷òî è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñêîìûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ íà ãðàíèöû îáëàñòè

x = 0.

Èç ïðèâåäåííûõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò

Òåîðåìà 2.4.1. Çàäà÷à

a
∂2p(t, x)

∂x2
= ν

∂p(t, x)

∂t
+ (1− ν)p(t, x)−

−(1− ν)γ2
∫ t

0
eγ(s−t)p(s, x)ds = Ltp(t, x)

p(t, 0) = q(t), lim
x→∞

p(t, x) = 0

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå ïðåäñòàâèìî â âèäå

p(t, x) =
x

2
√
π

∫ ∞

0
s−

3
2e−

x2

4sU(s,−A)q(t)ds. (2.4.16)

Îòìåòèì, ÷òî èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî êîððåêòíîñòè

sup
t∈[0,∞)

|p(t, x)| ≤ e[−
(1−ν)(1−γ)

a ]
1
2x∥q∥. (2.4.18)

Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè è ñõîäè-

ìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíîñòíûõ ñõåì (1.6.3) � (1.6.5) è (1.6.4) � (1.6.5)

è ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåì:
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Òåîðåìà 1.6.1. Ïóñòü 0 < τ ≤ h2

2 . Òîãäà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (1.6.3)�(1.6.5)

óñòîé÷èâà.

Òåîðåìà 1.6.2. Ïðè ëþáûõ h è τ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (1.6.4)�(1.6.5) óñòîé-

÷èâà.

Â ýòèõ òåîðåìàõ óñòîé÷èâîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íîðìàìè

max
0≤n≤N

∥un∥ ≤ c1( max
0≤n≤N

∥fn∥+ max
0≤k≤N

|qk|).

Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè âûðà-

æàåòñÿ ÷åðåç íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð Lt, è âñëåäñòâèå ýòîãî èõ ÷èñëåííàÿ

ðåàëèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåãóëÿðèçèðóþùèõ

ìåòîäîâ. Íî èç ðàçëîæåíèÿ Lt = ν ∂
∂t+L0, ãäå L0� íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð,

ñëåäóåò, ÷òî ðåãóëÿðèçèðóþùèé àëãîðèòì îòíîñèòñÿ òîëüêî ê âû÷èñëåíèþ

ïðîèçâîäíîé ∂
∂t , ÷òî òàêæå ðåàëèçóåòñÿ ïî ñòàíäàðòíîé ñõåìå.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ïðåäñòàâëåíèé (2.5.5)-(2.5.7) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ðåøåíèè

çàäà÷è Äèðèõëå, â ÷àñòíîñòè çàäà÷è Þ.È.Áàáåíêî, ñíà÷àëà íóæíî ïîëó÷èòü

ðåøåíèå ðàâíîìåðíî êîððåêòíîé çàäà÷è Íåéìàíà, à çàòåì ïðèìåíèòü ñòàí-

äàðòíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé.

Â òðåòüåé ãëàâå ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû ïî âû÷èñëåíèþ ãðàäèåíòà äàâ-

ëåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ìîäåëè àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ

òå÷åíèÿ âÿçêîé ñæèìàþùåé æèäêîñòè â ïîðèñòîé ñðåäå, ñ öåëüþ âûðàáîò-

êè ðåêîìåíäàöèé î ìåñòàõ ðàçìåùåíèÿ äàò÷èêîâ äàâëåíèÿ æèäêîñòè âäîëü

ìàãèñòðàëè è î ñòðóêòóðå èçìåðÿåìûõ äàííûõ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àâòîìàòè÷åñêîå óïðàâëåíèå èçìåíåíèÿìè äàâëå-

íèÿ âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåé â ïîðèñòîé æèäêîñòü-

ïðîâîäÿùåé ìàãèñòðàëè, ðåàëèçóåòñÿ öèôðîâîé ñèñòåìîé, ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà

êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ íà ðèñóíêå 2.

Ðèñ. 2. Áëîê - ñõåìà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ òå÷åíèåì æèäêîñòè â ìàãèñòðàëè.
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Àëãîðèòì äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷¼òîâ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:

1. Çàäàíèå êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè.

2. Çàäàíèå òî÷êè ïî îñè õ, â êîòîðîé âåä¼òñÿ íàáëþäåíèå çà ïîâåäåíèåì

ðåøåíèÿ.

3. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ðåøåíèÿ íà î÷åðåäíîì ñëîå è â òî÷êå íàáëþäåíèÿ.

4. Îöåíêà ïîëüçîâàòåëåì äîñòàòî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ äàííûõ ïðè çàäàííûõ

äàííûõ.

5. Íóæíû äîïîëíèòåëüíûå äàííûå?

Äà, ïåðåõîä ê ï.3 Íåò, ïåðåõîä ê ï.6

6. Íóæíû ýêñïåðèìåíòû ñ íîâûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè?

Äà, ïåðåõîä ê ï.1 Íåò, âûõîä.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèâåä¼ííîé âûøå ïðîãðàììû áûëè ïðîäåëàíû ÷èñëåí-

íûå ýêñïåðèìåíòû, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.

t

v

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

20∆t 25∆t 30∆t 35∆t 40∆t 45∆t 50∆t

γ = 0,9, σ = 0,3

γ = 0,5, σ = 0,9

γ = 0,3, σ = 1,2

γ = 0,1, σ = 1,5

Ðèñ. 3. Èçìåíåíèå íà÷àëüíîãî èìïóëüñà äàâëåíèÿ â òî÷êå x0 = 20dx îò

âðåìåíè â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàð ïàðàìåòðîâ γ, σ.

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî èç-

ìåíåíèå äàâëåíèÿ â òî÷êå x0 = 20dx ìîæåò äàòü äîñòàòî÷íûé îáú¼ì èíôîð-

ìàöèè äëÿ óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì êðèñòàëëèçàöèè â æèäêîñòü ïðîâîäÿùåé

ìàãèñòðàëè.
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